Calka podwojna - zastosowania geometryczne

Podamy teraz kilka wazniejszych zastosowan geometrycznych catki podwojne;j.

Objetos¢ bryly
W materiatach "Catka podwojna 1 - wstep" podaliSmy
interpretacje geometryczng catki podwdjnej. Przypomnijmy:

(7 V= [ fixydxdy,

gdzie funkcja f(x,y) jest nieujemna i ciggla w obszarze D,

natomiast V jest obszarem przestrzennym (brylg)
ograniczonym od dotu ptaszczyzna Oxy (podstawa bryty V
jest obszar D), za§ od goéry powierzchnia o rdéwnaniu
z= f(x,y),dla (x,y) €D (rys. 19).

Powyzszy wzor fatwo mozna uogo6lni¢ na sytuacjg, w ktorej
bryta jest od dolu i od goéry ograniczona wykresami dwoch Rys. 19
funkcji. Tym przypadkiem zajmiemy si¢ jednak w materiatach

dotyczacych zastosowan geometrycznych catki potrdjne;.

Pole obszaru ptaskiego
Pole obszaru ptaskiego D w ptaszczyznie Oxy mozna obliczy¢ korzystajac z nastepujacego wzoru:

(®) |D| = f dxdy .

D

Pole ptata powierzchniowego
Pole ptata powierzchniowego S, ktory jest wycinkiem powierzchni o réwnaniu z= f(x,))

otrzymanym dla (x,y) €D (rys. 19) wyraza si¢ wzorem:
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Przyklad. Znalez¢ pole obszaru plaskiego ograniczonego liniami:

2

dxdy .
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y=—, y=x+1, y=1.
X

Rozwigzanie. Rysujemy obszar D (rys. 20). Widzimy, ze w tym

przyktadzie wygodniej jest potraktowac zakre$lony obszar jako

normalny wzgledem osi Oy — aby obliczy¢ catke podwdjna nie )

trzeba bedzie go wowczas dzieli¢ na dwa obszary. Z réwnan

danych krzywych wyznaczamy zatem zmienng x i rozwigzujemy 1

(wystarczy ze wzgledu na niewiadoma y) ukfad réwnan:
2

_; , stad
x=y-—1

=V

2
Z=y-1/y & 2=y"-y & Y -y-2=0 & Rys. 20
Y

S y=-1,y,=2.



Patrzac od strony osi Oy obszar D mozemy zatem zapisa¢ w postaci:

2
D:{(x,y):1§y§2, ylgxg—}.
y

Przechodzimy do obliczenia pola obszaru D:
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Przyklad. Obliczy¢ objgtos¢ obszaru przestrzennego V ograniczonego od gory powierzchnig
z=3—(x* +»?), a od dotu plaszczyzng z=0.
Rozwiazanie. Sporzadzamy rysunek obszaru V (rys. 21). Rownanie Az
z=3—(x*+)?) przedstawia paraboloide. Jej wykres mozna
otrzyma¢ odbijajac symetrycznie wzglgdem plaszczyzny — Oxy
wykres paraboloidy obrotowej z=x” + y*, a nastepnie przesuwajac
go o trzy jednostki do gory. W wyniku przekroju paraboloidy
z=3—(x"+)*) plaszczyzng z=0 otrzymamy (podstawiajac

z=0 do rownania paraboloidy) okrag o srodku w poczatku uktadu 3y

wspolrzgdnych i promieniu R = 3. Zatem obszar D jest kotem,
ktorego brzegiem jest wyznaczony przekroj. Aby obliczy¢ objetosé
obszaru V korzystamy ze wzoru (7) i otrzymujemy:

|V|:ff(3>—x2 —y*)dxdy .

D

Poniewaz obszar D jest kotem, to wprowadzamy wspotrzgdne biegunowe. Latwo stwierdzi¢, ze gdy
punkt M (x,y) zmienia si¢ w obszarze D, to jego wspotrzedne biegunowe spetniajg warunki:
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Przyklad. Obliczy¢ pole powierzchni goérnej potowy sfery
X +y*=9.

Rozwiazanie. Ilustracja do przykladu jest rysunek 22, na
ktérym przez S oznaczono ptat powierzchniowy, ktérego pole
powierzchni mamy obliczy¢. Plat ten jest wycinkiem gornej
polowy sfery, ktéra jest wykresem funkcji o réwnaniu

z=4+/25—x>—y* . Z faktu, Ze interesujacy nas fragment

wycinamy walcem o rownaniu  x* 4+ y* =9 wnioskujemy, ze
rzutem D plata S na plaszczyzne Oxy jest koto o promieniu
R=3.

Pole pfata powierzchniowego S obliczymy ze wzoru (9).
Wyznaczamy najpierw potrzebne pochodne czgstkowe:
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x* 4 y* 4+ 2° =25 wycietej walcem

Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe obszar catkowania mozemy zapisa¢ w postaci
D' ={(r,p): 0<p<2m, 0<r<3}.
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Wykonujemy pomocnicze obliczenia:
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Ostatecznie otrzymujemy:
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi:

23. y:x3 ,y=0,x=1,

24, y=1—-x*, y=x7,

25, xy=1, y=x, y=2x, (x,y>0),

26, x+y=4, x+3y=1, x=y, x=2y,

27. x*+y =1, y=x%.

Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami:
28. x=0, y=0, z=0, 2x+y+z=2,

29. x* +y* =1, x¥*+y*+2°=9, (z>0),

30. y:xz, y=1 x+y+z=4, z=0,

31 ¥*+y*+22=1, X*+y*=x.

Obliczy¢ pola czesci nastepujacych powierzchni

32. plaszczyzny x+ y+ z =4 wycictej plaszczyznami: x=0,y=0, x=2,y=2
33. paraboloidy z = x? + y* wycietej przez walec x* + y* =9.
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